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ABSTRACT.
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Symplechc ) GKM $([\mathrm{G}\mathrm{Z}99])_{\text{ }}$






1.1. . 1974 T. Chang T. Skjelbret [CS741 W.Y.Hsiang
Lemma. $\mathrm{T}^{\mathfrak{n}}$ $\mathrm{M}^{2\mathrm{m}}(\mathfrak{n}\leq \mathfrak{m})$ equivariantlyforml
$i:\mathrm{M}^{\mathrm{T}}arrow \mathrm{M}$ $i^{*}:$ $\mathrm{H}_{\mathrm{T}}^{*}(\mathrm{M})arrow \mathrm{H}_{\mathrm{T}}^{*}(\mathrm{M}^{\mathrm{T}})$
– $\mathrm{H}$ $i_{\mathrm{H}}$ : $\mathrm{M}^{\mathrm{T}}arrow \mathrm{M}^{\mathrm{H}}$
${\rm Im} i^{*}= \bigcap_{\mathrm{H}}i_{\mathrm{H}}^{*}\mathrm{H}_{\mathrm{T}}(\mathrm{M} )$
$\mathrm{T}^{\mathrm{n}}$ $\mathrm{M}^{2\mathfrak{n}\iota}(\mathfrak{n}\leq \mathfrak{m}^{)}$ equivarirtly formal
$\mathrm{B}\mathrm{T}arrow \mathrm{E}\mathrm{T}\mathrm{x}_{\mathrm{T}}\mathrm{M}arrow \mathrm{M}$ $(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{U}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{s}\mathrm{e})$
24 1998 M. $\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{y}_{\text{ }}$ R. Ko witz R. Macpherson [GKM98]
[GKM98] 1 –
( 1 $\mathrm{S}^{2}$ baloon art
) 1
V $\mathrm{G}\mathrm{u}\mathrm{P}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}\dot{\mathrm{i}}_{\text{ }}$
C.Zara 1999 - GKM





1517 2006 120-134 120
GKM
$\mathrm{H}_{\mathrm{T}}^{*}$ (M)





2005 H. $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{a}_{\text{ }}$ M. $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{a}_{\text{ }}$
Panov – GKM ( )








Main Theorem. $\Gamma=(\mathcal{G}, \alpha, 8)$
(1) 2 $\mathrm{L}\subset \mathcal{G}$ $8\mathrm{H}=8\overline{\mathrm{H}}=\mathrm{L}$
$\mathrm{H},\overline{\mathrm{H}}$ ( $\overline{\mathrm{H}}$ $\mathrm{H}$
)
(2) 2











2.1. . Toric hyperKffller $4\mathfrak{n}$
$\mathfrak{n}$ 1987 [HKLR87] N. Hitchin
$\mathbb{H}^{\mathrm{N}}$
$\mathrm{K}(\subset \mathrm{T}^{\mathrm{N}})$




Toric hyperKahler 2000 R. Bielowski A. Dancer
([BDOO])
toric hyperKahler





$\mathfrak{n}$ ( 1 ) GKM
( pairwise linearly







22. $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}$ . $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}$










$\mathrm{I}_{1}(\dagger\iota, (\mathrm{z},\mathrm{w}))$ $=$ $(\mathrm{b}, (\sqrt{-]}\mathrm{z}, \sqrt{-]}\mathrm{w}))$ ,
$\mathrm{I}_{2}(\mathrm{b}, (\mathrm{Z},\mathrm{W}))$ $=$ $(\mathrm{b}, (-\overline{\mathcal{W}},\overline{\mathrm{Z}}))$
I3 $(\mathrm{b}, (\mathrm{z},\mathrm{w}))$ $=$ $(\mathrm{b}, (-\sqrt{-]}\overline{\mathrm{w}}, \sqrt{-]}\overline{\mathrm{z}}))$
$(\mathrm{z},\mathrm{w})\in \mathbb{C}^{\mathrm{N}}\cross \mathbb{C}^{\mathrm{N}}(=\mathrm{T}_{\mathrm{b}}\mathbb{H}^{\mathrm{N}}))\mathrm{b}\in \mathbb{H}^{\mathrm{N}}$
$\mathbb{H}^{\mathrm{N}}$ $\mathbb{C}^{\mathrm{N}}\mathrm{x}\mathbb{C}^{\mathrm{N}}$
$\mathrm{z}+\mathrm{w}\mathfrak{j}rightarrow(\mathrm{z},\mathrm{w})$
– ( $\mathbb{C}^{\mathrm{N}}$ ) $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}$ $i,$ $\mathfrak{j},$ $\mathrm{k}$
( H H )




: $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}arrow \mathrm{S}^{2}(\mathrm{T}^{*}\mathbb{H}^{\mathrm{N}})$ 3 (g) $\mathrm{I}_{\mathrm{a}})(\alpha=1,2,3)$ $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}$
$\mathrm{I}_{1}$ , I2, $\mathrm{I}_{3}$
( $\mathrm{g},$ $\mathrm{I}_{\mathrm{t}}$ , I2, $\mathrm{I}_{3}$ ) $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}\text{ ^{ } ^{ } ^{ } ^{}4}$
$\omega_{\alpha}(\mathrm{b})(\mathrm{u},\mathrm{v})=\mathrm{g}(\mathrm{b})(\mathrm{I}_{\mathrm{Q}}(\mathrm{u}),\mathrm{v})(\mathrm{a}=1,2,3)$
$\mathbb{H}^{\mathrm{N}}$ Symplectic $(\mathrm{b}\in \mathbb{H}^{\mathrm{N}}, \mathrm{u},\mathrm{v}\in \mathrm{T}_{\mathrm{b}}(\mathbb{H}^{\mathrm{N}}))$
Symplectic $\omega$ : $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}arrow\wedge^{2}(\mathrm{T}^{*}\mathbb{H}^{\mathrm{N}})=\bigcup_{\mathrm{b}\in 1^{\mathrm{N}}}\wedge^{2}(\mathrm{T}_{\mathrm{b}}^{*}\mathbb{H}^{\mathrm{N}})(\in\Omega^{2}(\mathbb{H}^{\mathrm{N}}))$ 5
$\Omega^{2}(\mathbb{H}^{\mathrm{N}})$
$\omega_{1}$ $=$
$\frac{\sqrt{-]}}{2}(\mathrm{d}\mathrm{z}\wedge \mathrm{d}\overline{\mathrm{z}}-\mathrm{d}\mathrm{w}\wedge \mathrm{d}\mathrm{s}\text{ })$,
$\omega_{2}=\frac{1}{2}(\mathrm{d}\mathrm{z}\wedge \mathrm{d}\overline{\mathrm{w}}+\mathrm{d}\mathrm{Z}\wedge \mathrm{d}w)$ ,
$\omega_{3}=\frac{1}{2}(\mathrm{d}\mathrm{z}\wedge \mathrm{d}w+\mathrm{d}\overline{\mathrm{z}}\wedge \mathrm{d}\overline{\mathrm{w}})$
2.3. . Toric hyperKahler
$\mathrm{N}$ $\mathrm{T}^{\mathrm{N}}$ $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}$
$\mathrm{T}^{\mathrm{N}}\cross \mathbb{H}^{\mathrm{N}}\ni(\mathrm{t}, \mathrm{z}+\mathrm{w}\mathfrak{j})-\rangle z\mathrm{t}+\mathrm{w}\mathrm{t}^{-1}i\in \mathbb{H}^{\mathrm{N}}$




$\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}=\mu_{1}\oplus(\mu_{2}+\sqrt{-\dagger}\mu_{3})$ : $\mathbb{H}^{\mathrm{N}}=\mathbb{C}^{\mathrm{N}}\cross \mathbb{C}^{\mathrm{N}}$ $\mathrm{t}^{*}\oplus$ $\iota^{*}\oplus\iota-\dot{\mathrm{S}}\mathrm{t}^{*}\oplus l_{\mathbb{C}}^{*}$
$\overline{3\mathrm{S}^{2}(\mathrm{T}_{\mathrm{b}}\mathbb{H}^{\mathrm{N}})}$
$\mathrm{T}_{\mathrm{h}}\mathbb{H}^{\mathrm{N}}\mathrm{x}\mathrm{T}_{\mathrm{h}}\mathbb{H}^{\mathrm{N}}arrow$
4 It, I2, $\mathrm{I}_{3}$





$\mathrm{f}_{\mathbb{C}}$ (t4 $=\{\otimes_{\mathbb{R}}\mathbb{C}_{\text{ }}$
$\mathrm{t}$ $=\mathrm{e}\otimes_{\mathbb{R}}\mathbb{C}$) $\mathrm{t}^{*}\oplus$ $\mathrm{f}^{*}\oplus$ $\mathrm{T}^{\mathrm{N}}$ $\mathrm{K}$
* $\iota:\mathrm{f}arrow \mathrm{t}$ $\iota_{\mathbb{C}}$ : $\mathrm{t}_{\mathbb{C}}arrow$
$\mu\oplus$
$\mu(\mathrm{z},\mathrm{w})=\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{\mathrm{N}}(|\mathrm{z}_{i}|^{2}-|\mathrm{w}_{i}|^{2})$ $\in \mathrm{t}^{*}$
$\mu_{\mathbb{C}}(\mathrm{z},\mathrm{w})=\sum_{;=1}^{\mathrm{N}}(Z;\mathcal{W}_{\mathfrak{j}})\text{ }\in \text{ }$
($\{\mathrm{u}_{\mathrm{f}}|i=1,$ $\cdots,$ $\mathrm{N}\}$ $\mathrm{t}^{*}\simeq \mathbb{R}^{\mathrm{N}}$ ) $\mu_{\mathfrak{a}}(\alpha=1,2,3)$
Symplectic $\omega$ $(\mathrm{a}=1,2,3)$
2.4. Toric hyperKahler .
$\gamma$ $\in$ $\oplus$ [BDOO] $\gamma=(\alpha, 0)$
$(\alpha\neq 0)$
$\gamma$
Proposiuon 2.1. $\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}^{-1}(\mathrm{v})/\mathrm{K}$ $(4\mathrm{N}-4\dim \mathrm{K}=)4\mathrm{d}$ orbifold
$\mathrm{d}$ $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}=\mathrm{T}^{\mathrm{N}}/\mathrm{K}$
Proof. $\gamma$ $\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}^{-1}(\mathrm{v})$ $4\mathrm{N}-\dim \mathfrak{k}^{*}\oplus f_{\mathbb{C}}^{*}=4\mathrm{N}-$
3dimK \mu HK t* K $\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}^{-1}(\mathrm{v})$
K \mbox{\boldmath $\gamma$} almost free
mlmost free $\mathrm{K}_{\mathrm{x}}$






Remark. $\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}^{-1}(\gamma)$ $\mathrm{K}$ free $\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}^{-1}(\gamma)/\mathrm{K}$ manifold $\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}^{-1}(\gamma)/\mathrm{K}$
mmlold [Kon03] toric hyperKAer
manifold $\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}^{-1}(\gamma)/\mathrm{K}$ $\gamma$
$([\mathrm{B}\mathrm{D}00][\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{n}03])$




(1) $\mathrm{I}_{1}$ Symplectic –
$([\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}04])$




(4) $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}$ $\mathrm{P}$ $\mathrm{T}_{\mathrm{p}}\mathrm{M}$ $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}$
$\mathrm{T}_{\mathrm{p}}\mathrm{M}\simeq \mathrm{V}(\alpha_{1})\oplus\cdots \mathrm{V}(\alpha_{\mathrm{d}})\oplus \mathrm{V}(-\alpha_{1})\oplus\cdots \mathrm{V}(-\alpha_{\mathrm{d}})$
isotoropy weight $([\mathrm{I}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}05])$
(5) $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}$ GKM $([\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{I}05])$
(4) $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}$ weight V( )\simeq C (5) $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}$
ffi $\mathrm{S}^{1}$ $\{0\}\cross \mathbb{C}^{\mathrm{N}}$
GKM $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}$ 1 6
–
Remark. $\mathrm{p}\in \mathrm{M}^{\mathrm{T}}$ $\mathrm{T}_{\mathrm{p}}\mathrm{M}$
isotropy weight pairwise linearly $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}^{7}\text{ _{ }}\mathrm{T}$ GKM
$\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}_{\mathcal{W}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{K}\text{ }\mathrm{e}\mathrm{r}\text{ }(4)\text{ }\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\text{ }$
GKM
2.5. . Toric hyperKahler








$ ma hrm t}^{*}*arrow 0$
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\iota^{*}\simeq(\mathrm{t}^{\mathrm{d}})^{*}\text{ }\mathrm{t}^{*}\simeq \mathrm{t}^{*}/(\mathrm{t}^{\mathrm{d}})^{*}$
Toric hyperKffler $\mathrm{M}^{4\mathrm{d}}=\mu_{\mathrm{H}\mathrm{K}}^{-1}(\alpha, 0)/\mathrm{K}$ $\iota^{*}:$ $\mathrm{t}^{*}arrow$
$(0\neq)\alpha\in$ $\mathrm{v}\in \mathrm{t}^{*}$ \nu ) $=\alpha$
$\mathrm{t}\simeq \mathbb{R}^{\mathrm{N}}$
$\{\mathrm{e}_{1}, \cdots, \mathrm{e}_{\mathrm{N}}\}$ $(\mathrm{t}^{\mathrm{d}})^{*}$ toric hyperKahler
$\mathrm{M}^{4\mathrm{d}}$
$\mathrm{v}$
$\mathrm{N}$ ’1, $\cdot$ . . , $\mathrm{E}_{\mathrm{N}}$
6 –
$7\{\mathrm{u}1, \cdots,\mathrm{u}_{[] \mathrm{n}}\}$
$\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\epsilon \mathrm{e}$ linearly independent $\{\mathrm{u}\iota,\mathrm{u}_{1}\}$
125
$\mathrm{E}_{i}=\{\tau\in(\mathrm{t}^{\mathrm{d}})^{*}|\langle \mathrm{p}^{*}(\tau)+\mathrm{v}, \mathrm{e}_{i}\rangle=0\}$
$\mathrm{F}_{i}=\{\tau\in(\mathrm{t}^{\mathrm{d}})^{*}|\langle \mathrm{p}^{*}(\tau)+\mathrm{v}, \mathrm{e}_{i}\rangle\geq 0\}$
$\mathrm{G}_{\mathrm{i}}=\{\tau\in(\mathrm{t}^{\mathrm{d}})^{*}|\langle \mathrm{p}^{*}(\tau)+\mathrm{v}, \mathrm{e}_{i}\rangle\leq 0\}$
$\langle\chi, \mathrm{x}\rangle=\chi(\mathrm{x})(\chi\in \mathrm{t}^{*}, \mathrm{x}\in \mathrm{t})$ $\langle \mathrm{p}^{*}(\tau)+\mathrm{V}, \mathrm{e}_{i}\rangle=0$
$\langle\tau, \mathrm{p}(\mathrm{e}_{i})\rangle=\langle-\mathrm{v}, \mathrm{e}_{i}\rangle$ $\mathrm{p}(\mathrm{e}_{i})$ Ei $\mathrm{v}\in \mathrm{t}^{*}(\iota^{*}(\mathrm{v})=\alpha^{)}$




$\mathrm{E}_{i}=$ {$\tau\in(\mathrm{f}^{\mathrm{d}})^{*}|\langle\tau$ , \rangle $=\beta_{i}$} $\mathbb{R}^{\mathrm{N}}\simeq$ $\{\mathrm{e}_{1}, \cdots, \mathrm{e}_{\mathrm{N}}\}$
$\mathrm{p}:\mathrm{t}arrow \mathrm{t}^{\mathrm{d}}$ $\mathrm{p}(\mathrm{e}_{\mathrm{i}})=\mathfrak{n}_{1}$
$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}$





$\mathrm{v}\in(\mathbb{R}^{\mathrm{N}})^{*}\simeq \mathrm{t}^{*}$ $\langle-\mathrm{V}, \mathrm{e}_{i}\rangle=\beta_{\mathrm{i}}$
$\iota^{*}(\mathrm{v})\neq 0$ $\iota^{*}(\mathrm{v})=\alpha$





Remark. Toric hWerK er $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{m}$-fold (simple)
$\mathrm{m}$ $\mathrm{m}$
toric hyperKahler manffold $([\mathrm{H}\mathrm{H}05])$
Example. $\mathrm{T}^{*}\mathbb{C}\mathrm{P}(2)$ T’CP(2) $\mathrm{K}=\{(\mathrm{t}, \mathrm{t}, \mathrm{t})\in \mathrm{T}^{3}\}$
$\mathrm{K}\subset \mathrm{T}^{3}$
$t=\langle \mathrm{e}_{1}+\mathrm{e}_{2}+\mathrm{e}_{3}\rangle\subset$
$\langle \mathrm{e}\iota, \mathrm{e}_{2}, \mathrm{e}_{3}\rangle=\mathrm{t}$ $\mathrm{P}:\mathrm{t}^{3}arrow\mu\}_{-}^{}$- $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{p}=\mathrm{f}$
$\mathrm{t}^{2}=\langle \mathrm{x}’\mathrm{v}’)\rangle$
$\mathrm{p}(\mathrm{e}_{1})=\mathrm{x}’,$ $\mathrm{p}(\mathrm{e}_{\mathit{2}})=\mathrm{v}’)\mathrm{p}(\mathrm{e}_{3})=-\mathrm{x}’-\mathrm{v}’$
$(\mathrm{t}^{\mathit{2}})^{*}=\langle \mathrm{x}, V\rangle,$ $\mathrm{t}^{*}=\langle \mathrm{u}_{\mathrm{t}}, \mathrm{u}_{2}, \mathrm{u}_{3}\rangle$ $\mathrm{p}^{*}$ : $(\mathrm{t}^{\mathit{2}})^{*}arrow \mathrm{t}^{*}$
$\mathrm{x}(\mathrm{x}’)=\mathrm{x}(\mathrm{p}(\mathrm{e}_{1}))=\mathrm{p}^{*}(\mathrm{x})(\mathrm{e}_{1})=1,$ $\mathrm{x}(V’)=0,$ $\mathrm{x}(\mathrm{p}(\mathrm{e}_{3}))=-1$ $\mathrm{p}^{*}(\mathrm{x})=\mathrm{u}_{1}-\mathrm{u}_{3}$
$\mathrm{p}^{*}(y)=\mathrm{u}_{\mathit{2}}-\mathrm{u}_{3}$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\iota^{*}=\langle \mathrm{u}_{1}-\mathrm{u}_{3}, \mathrm{u}_{\mathit{2}}-\mathrm{u}_{3}\rangle$
$\iota^{*}(\mathrm{u}_{1})=\iota^{*}(\mathrm{u}_{2})=\iota^{*}(\mathrm{u}_{3})=1\in f^{*}\simeq \mathbb{R}$
Toric hyperKahler $\gamma$
$\gamma=(1,0)\in$ $\oplus \mathrm{f}_{\mathbb{C}}^{*}\simeq \mathbb{R}\oplus \mathbb{C}$ L. $\iota^{*}(\mathrm{v})=1\in$
$\mathrm{v}$ $\mathrm{v}=\mathrm{u}_{1}\in \mathrm{t}^{*}$
$\mathrm{E}_{1}$ $=\{\tau\in(\mathrm{t}^{2})^{*}|(\mathrm{p}^{*}(\tau)+\mathrm{u}_{1}, \mathrm{e}_{\mathrm{t}}\rangle=\langle\tau, \mathrm{x}’\rangle+1=0\}$
$\mathrm{E}_{2}=\{\tau\in(\mathrm{t}^{2})^{*}|\langle \mathrm{p}^{*}(\tau)+\mathrm{u}_{1}, \mathrm{e}_{2}\rangle=\langle\tau, y’\rangle=0\}$




$\mathrm{x}$ 1 $\mathrm{E}_{1}$ $\mathrm{x}=-$ ]
E2 $y=0$ $\mathrm{E}_{3}$ $\mathrm{v}=-\chi$
2.6. . toric hyperKahler $\mathrm{M}$ 4
$\mathrm{M}$ $\mathrm{N}$ $\mathrm{E}=$ { $\mathrm{E}_{1},$ $\cdots$ , EN} $\mathrm{S}\subset$
$\{1, \cdots, \mathrm{N}\}$
$\mathrm{T}^{\mathrm{d}}$
Theorem 2.2 $([\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{n}99])$. $\mathrm{H}_{\mathrm{T}^{\mathrm{d}}}^{*}(\mathrm{M})\simeq \mathbb{Z}[\mathrm{u}_{1}, \cdots,\mathrm{u}_{\mathrm{N}}]/\langle\prod_{\mathrm{i}\in \mathrm{S}}\mathrm{u}_{\mathrm{t}}|\bigcap_{i\in \mathrm{S}}\mathrm{E}_{i}=\emptyset\rangle$
Remark. $\mathrm{E}$ unoriented ma oid Stanley-Reisner
$\text{ }\mathrm{g}$ $([\mathrm{H}\mathrm{S}02])$
$\iota^{*}:$ $\mathrm{t}^{*}arrow$
$\langle \mathrm{u}_{\mathrm{t},)}\ldots \mathrm{u}_{\mathrm{N}}\rangle=\mathrm{t}_{\mathrm{Z}}^{*}=\mathrm{H}_{\mathrm{T}^{\mathrm{d}}}^{2}(\mathrm{M})$ –
Theorem 2.3 $([\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{n}00])$. $\mathrm{H}^{*}(\mathrm{M})\simeq \mathrm{H}_{\mathrm{T}^{\mathrm{d}}}^{*}(\mathrm{M})/\langle\sum \mathrm{a}_{i}\mathrm{u}_{1}\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\iota^{*}\rangle$
Toric hyperKahler $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}$ ( $(5\rangle)_{\text{ }}$
$\mathrm{T}^{\mathrm{d}}$
$\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}$
$\{\mathrm{G}_{i}|i=1, \cdots, \mathrm{N}\}$ $\{\mathrm{F}_{\mathrm{i}} |i=1, \cdots, \mathrm{N}\}$
Theorem2.4 $([\mathrm{H}\mathrm{P}04])$ . $\mathrm{n}_{i\in \mathrm{S}}\mathrm{E}_{i}=\emptyset$ $\mathrm{S}\subset\{1, \cdots, \mathrm{N}\}$ $\mathrm{S}=\mathrm{S}_{1}\mathrm{U}$ S2
$\mathrm{S}_{1}$ S2
$( \bigcap_{i\in \mathrm{S}_{\mathrm{I}}}\mathrm{G}_{i})\cap(\mathrm{n}_{i\in \mathrm{s}_{2}}\mathrm{F}_{i})=\emptyset$
$\mathrm{H}_{\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}}^{*}(\mathrm{M})\simeq \mathbb{Z}[\mathrm{u}_{1}, \cdots,\mathrm{u}_{\mathrm{N}},\mathrm{x}]/\langle\prod_{i\in \mathrm{s}_{\iota}}\mathrm{u}_{i}\cross\prod_{i\in \mathrm{S}_{2}}(\mathrm{u}_{i}-\mathrm{x})|\bigcap_{i\in \mathrm{S}}\mathrm{E}_{i}=\emptyset\rangle$
Td $\cross$ Sl Sl
Theorem 2.5 $([\mathrm{H}\mathrm{P}04])$ . $\mathrm{H}_{\mathrm{s}^{\iota}}^{*}(\mathrm{M})\simeq \mathrm{H}_{\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}}^{*}(\mathrm{M})/\langle\sum \mathfrak{a}_{\mathrm{t}}\mathrm{u}_{1}\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\lfloor^{*}\rangle$
3.
Toric hyperKahler (4) (5)
$\mathcal{G}=(\mathrm{V}^{q}, \mathrm{E}^{q})$ VG G $\mathcal{E}^{\mathit{9}}$ $L^{g}$
–
$\mathrm{p}\mathrm{q}$ $\mathrm{q}\mathrm{p}$ (pq $\mathrm{q}\mathrm{p}$ $\mathcal{E}^{g}$








31. . $\Gamma=(\mathcal{G}, \alpha, 9)$ –
$\mathcal{G}=(\mathrm{V}^{\mathcal{G}}, \mathrm{E}^{Q})$ $2\mathrm{d}$ $\mathrm{p}\in \mathrm{V}^{\mathcal{G}}$
$\mathrm{E}_{p}^{\mathcal{G}}=\{\mathrm{b}_{1}^{+}, \cdots, \mathrm{b}_{\mathrm{d}}^{+}, \mathrm{b}_{1}^{-}, \cdots, \mathrm{b}_{\mathrm{d}}^{-}\}$
$\mathrm{d}$ $(4^{+}, \mathrm{b}_{i}^{-})(i=1,$ $\cdots,$
$\mathrm{d}\rangle$
$\mathrm{H}^{2}(\mathrm{B}(\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}))=(\mathrm{t}_{\mathrm{Z}}^{\mathrm{d}})^{*}\oplus \mathbb{Z}=\langle \mathrm{u}_{1}, \cdots)\mathrm{u}_{\mathrm{d}}\rangle\oplus\langle \mathrm{x}\rangle$ – $\alpha:\mathrm{E}^{g}arrow \mathrm{t}_{\mathrm{Z}}^{*}\oplus \mathbb{Z}$
(1) $\alpha(\mathrm{p}\mathrm{q})=\alpha(\mathrm{q}\mathrm{p})\mathrm{o}\mathrm{r}-\alpha(\mathrm{q}\mathrm{p})$
(2) $\langle$ $\alpha(\mathrm{b}_{1}^{+}),$ $\cdots$ , \alpha (b+d) $\rangle$ =( )*
(3) $\alpha(4^{+})+\alpha(\mathrm{h}_{\mathrm{t}}^{-})=\mathrm{x}$
\alpha axial function
$\mathrm{p}\in \mathrm{V}^{g}$ $\alpha(\mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{g})\subset \mathrm{t}_{\mathrm{Z}}^{*}\oplus \mathbb{Z}$ three independet 8
$9_{\mathrm{p}\mathrm{q}}$ : $\mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{\mathcal{G}}arrow$
(1) $\Theta_{\mathrm{p}\mathrm{q}}$
(2) congruence relation $\alpha(\mathrm{b})-\alpha(\Theta_{\mathrm{p}\mathrm{q}}(\mathrm{b}))\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \alpha(\mathrm{p}\mathrm{q}))$ $(\mathrm{b}\in \mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{Q})_{\text{ }}$
$\mathrm{e}=\{\Theta_{\mathrm{p}\mathrm{q}}|\mathrm{p}\mathrm{q}\in \mathcal{E}^{\mathcal{G}}\}$ $\mathcal{G}$ connection
Remark. \alpha ( ) $\mathrm{p}\in \mathrm{V}^{g}$ ffiree independent connecfion $\mathcal{G}$
$\Gamma=(\mathcal{G}, \alpha, 6)$
Example. $\langle\alpha, \beta\rangle=(\mathrm{t}_{\mathrm{Z}}^{2})^{r}$ (Figure 3.1 Figuoe 3.2)
axial funcfion
– connection
3.2. toric hyperKahler . toric hyperK\"ahler
toric ( )
toric hyPerK\"ahler (5) $\mathrm{T}=\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}$ GKM
- 6 GKM
(MTU6)/T=G
GKM $\{\mathrm{p})\mathrm{q}\}$ – 6 $(\mathrm{p}, \mathrm{q})$ (








– $\mathfrak{S}$ $\mathfrak{S}(\mathrm{p}, \mathrm{q})$ $\mathbb{C}-\{0\}$
$\overline{8\{\mathrm{u}_{1},\cdots,\mathrm{u}}_{\mathrm{m}}\}$ three independet $\{\mathrm{u}_{i},\mathrm{u}_{i},\mathrm{u}_{\mathrm{k}}\}$
128
FIGURE 3.1. T*CP(2) $\mathrm{T}^{2}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}$







toric hyperKahler $4\mathrm{d}$ $2\mathrm{d}$
$\{\mathrm{p}, \mathrm{q}\}\mathrm{U}6(\mathrm{p}, \mathrm{q})=\mathrm{S}^{2},$ $\{\mathrm{p}\}\cup 6(\mathrm{p})=\mathbb{C}$
$\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}$
$\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}arrow \mathrm{u}(])$ $\mathrm{M}$
$\mathrm{P}$
$\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}$
iso opy weight toric hWerK er (4) $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}$
$\mathrm{T}_{\mathrm{p}}\mathrm{M}\simeq \mathrm{V}(\alpha_{\mathrm{t}})\oplus\cdots\oplus \mathrm{V}(\alpha_{\mathrm{d}})\oplus \mathrm{V}(-\alpha_{1}+\mathrm{x})\oplus\cdots\oplus \mathrm{V}(-\alpha_{\mathrm{d}}+\mathrm{x})$
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V(w) $\mathrm{P}$ $\mathrm{S}^{2}$ or $\mathbb{C}$
s2 ( ) or $\mathbb{C}$ ( ) weight
axial funcfion toric hyPerK\"ahler
(4) three independent connection
toric hyPerK\"ahler
toric ( ) $\mathrm{T}^{\mathrm{d}}\cross \mathrm{S}^{1}$
Example. Figure3.1 toric $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{K}\delta \mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{r}$ – $\mathrm{T}^{*}\mathbb{C}\mathrm{P}(2)$
$\mathrm{T}^{2}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}$ Figure32 toric hyperKahler toric
( ) $\mathrm{S}^{4}\cross \mathbb{C}^{2}$ $\mathrm{T}^{2}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}$
Remark. $\mathrm{S}^{4}$ $\mathrm{T}^{*}\mathrm{S}^{4}$ $\mathrm{B}^{4}$ $\mathrm{T}^{\mathit{2}}$ $\mathrm{T}^{2}\cross \mathrm{S}^{1}$
( $\mathrm{S}^{1}$ )





$\mathrm{H}_{\mathrm{T}}^{*}(\Gamma)=$ {{ $:\mathrm{V}^{g}arrow \mathrm{H}^{*}(\mathrm{B}\mathrm{T})|\mathrm{f}(\mathrm{p})-\mathrm{f}(\mathrm{q})\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \alpha(\mathrm{p}\mathrm{q}))$ for $\mathrm{p}\mathrm{q}\in \mathcal{E}^{g}$ }













$\mathrm{p}\mathrm{q},$ $\mathrm{q}\tau$ , $\mathrm{f}$
{ $(\mathrm{p})-\mathrm{f}(\mathrm{q})$ $=2\alpha^{2}-\alpha\beta\equiv 0$ (mod $\alpha$),
$\mathrm{f}(\mathrm{q})-\mathrm{f}(\tau)$ $=2\alpha(\beta-\alpha)-\beta(\alpha-\beta)\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \beta-\alpha)$ ,




$\Gamma=(\mathcal{G}, \alpha, \Theta)$ $\mathrm{H}=(\mathrm{V}^{\mathrm{H}}, \mathrm{E}^{\mathrm{H}})\subset \mathcal{G}$
$\mathrm{P}\in \mathrm{V}^{\mathrm{H}}$ $|\mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{\mathrm{H}}|=2\mathrm{d}-1$ or $2\mathrm{d}$ $\mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{\mathrm{H}}=\mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{\mathcal{G}}\cap \mathrm{E}^{\mathrm{H}}$
| | H G Connection\theta
(connecfion 9 )
(1) $|\mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{\mathrm{H}}|=|\mathrm{E}_{\mathrm{q}}^{\mathrm{H}}|$ $\Theta_{\mathrm{p}\mathrm{q}}$ $9_{\mathrm{p}\mathrm{Q}}|_{\mathrm{H}}$ : $\mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{\mathrm{H}}arrow \mathrm{E}_{\mathrm{q}}^{\mathrm{H}}$ ( $\Theta_{\mathrm{p}\mathrm{q}}|_{\mathrm{H}}=$
$9_{\mathrm{p}\mathrm{q}})$
($2\rangle$ $|\mathrm{E}_{\mathrm{p}}^{\mathrm{H}}|=2\mathrm{d}-1<2\mathrm{d}=|\mathrm{E}_{\mathrm{q}}^{\mathrm{H}}$ [ $\Theta_{\mathrm{p}\mathrm{q}}$ $9_{\mathrm{p}\mathrm{q}}|_{\mathrm{H}}$ : $arrow \mathrm{E}_{\mathrm{q}}^{\mathrm{H}}$
$8_{\mathfrak{p}\mathrm{q}}|_{\mathrm{H}}$
$\alpha(\mathrm{e})-\alpha(9_{\mathrm{p}\mathrm{q}}(\mathrm{e}))=0$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \alpha(\mathrm{p}\mathrm{q}))$ ,
ct(h)-x $=0$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \alpha(\mathrm{p}\mathrm{q}))$
$\mathrm{e}\in$ $\mathrm{b}\in \mathrm{E}_{\mathrm{q}}^{g}$ $\mathrm{b}\not\in{\rm Im} 9_{\mathrm{p}\mathrm{q}}|_{\mathrm{H}}$ $\mathrm{x}\in \mathbb{Z}$
$\mathrm{S}^{1}$
$(\mathrm{H}, \alpha|_{\mathrm{H}}, \Theta|_{\mathrm{H}})\subset\Gamma$ ($\mathrm{p}\mathrm{r}$ -hyperfacet)
(
) $(\mathrm{H}, \alpha|_{\mathrm{H}}, \Theta|_{\mathrm{H}})$























H r 2d-2 ( )
(2d-2 2
)
Main Theorem. $\Gamma=(\mathcal{G}, \alpha, 6)$









$\mathbb{Z}[\ulcorner]$ $\Psi:\mathbb{Z}[\Gamma]arrow \mathrm{H}_{\mathrm{T}}^{*}(\Gamma)$ $\Psi(\mathrm{H})=\tau_{\mathrm{H}},$ $\Psi(\mathrm{x})=\mathrm{x}$



























$|\mathrm{V}^{\mathcal{G}_{\mathfrak{i}}}|<\mathrm{k}$ $\Gamma_{i}=$ ( $\mathcal{G}_{i}$ , , $\Theta_{i}$ ) $\Psi_{\mathrm{i}}$
$(i=1,2,3)$ $\Psi$
$\Psi$ [HP04] toric hyperKahler
$\alpha=\alpha^{\mathrm{T}}+\alpha^{\mathrm{S}^{1}}$ axail $\mathrm{h}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\alpha:\mathrm{E}^{g}arrow \mathrm{t}^{*}\oplus \mathbb{Z}$
$\alpha^{\mathrm{T}}$ T $=(\mathcal{G})\alpha^{\mathrm{T}},$ $6)$
\psi (
)
$\mathcal{I}\subset$ $\mathbb{Z}[\mathrm{x}, \mathrm{H}_{1}, \cdots , \mathrm{H}_{\mathrm{m}}]$
$arrow^{\pi}$
$\mathrm{H}_{\mathrm{T}\mathrm{x}\mathrm{S}^{1}}^{*}(\mathrm{I}^{\neg})$
$(\mathrm{x}-t0)\downarrow F_{\mathrm{x}}$ $\downarrow F$
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